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Jérémy Dalphin a présenté de maniére lumineuse I'essentiel de ses

travaux. Il a ainsi confirmé ses qualités pédagogiques déja visibles dans
I'introduction détaillée de sa these.

L'exposé a mis en valeur le large spectre des compétences du
candidat en calcul des variations, géométrie des surfaces et analyse des
équations aux dérivées partielles. Le jury a apprécié sa profondeur de vue
mélant perspectives théoriques et souci de la modélisation autour des
energies de Willmore et de Canham-Helfrich, qui interviennent, en

particulier, pour la détermination des formes optimales des vésicules en
biologie.

Le candidat a brillamment répondu aux questions du jury qui estime
qu'il a toutes les qualités pour faire un excellent enseignant-chercheur.
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Referee report on the thesis
“Etude de fonctionnelles géométriques dépendant de la courbure par des méthods

d’optimisation de formes. Applications aux fonctionnelles de Willmore et Canhnam-Helfrich ”

by J. Dalphin.

This thesis is a rather interesting and carefully written work on some shape opti-
mization problem related to a class of geometric functionals on surfaces, depending on
first and second derivatives of the normal unit vector. It is worthwhile to say that the
variational study of functionals depending on the second fundamental form is much more
difficult than the study of those depending only on the normal vector. There are various
motivations for studying this subject: as emphasized by the author, one of those arises
from biology. See the presentation in Chapter 1.

The author makes a panoramic on this subject, and he is mostly focused on the case
when the class of boundaries where looking for a minimizer satisfies a uniform exterior
and interior ball condition. This seems to be, in my opinion, really a key point of the
approach, since, assuming this hypothesis, ensures enough compactness properties (and
sometimes continuity, instead of lower semicontinuity). The author is able to clarify the
meaning of these sentences, and this is not always technically easy. In some sense, one
could say that the path followed here is not too far from a situation where the various
objects are in some sense “convex”, for instance semiconvex and semiconcave at the same

time (hence “worse”, but not too much, than convex).

As far as I understand, there are motivations for minimizing over the class of surfaces
satisfying a uniform exterior and interior ball condition: see the comments made by
the author in the end of Section 1.3.1. I have to notice that, usually, the class where
minimizing a functional is, in some sense, dictated by the functional itself; for instance,
for the Willmore functional, one is leaded to believe that minimizers should be looked for
in a class of objects (say, all lying inside a ball) having square integrable mean curvature
(to be defined in some sense). This is not the approach considered here, and probably
it would lead too far, and in the intricate realm of geometric measure theory, especially
because of lackness of enough regularity. I believe that the author is aware of this; see
also the related comments written in Section 1.3.2.

The thesis can be considered as divided in four parts.

In the first part the author studies the minimization of the Helfrich functional, in
presence of a spontaneous curvature (Sections 2.3 and 2.4). The constrained case are
considered in Chapter 3; the regularity class where minimizing is that of ! surfaces.



The problem is not easy: it is reasonable to prescribe some symmetry conditions, such
as the ones considered in Section 3.2 (cigars, axisymmetric surfaces). The problem is
rather interesting also in presence of symmetry assumptions.

In the second part, a nice part of the thesis, the author considers the minimization
of the total mean curvature, a problem related to the theory of convex bodies. The
first result is Theorem 4.1, a Minkowski-type inequality under symmetry assumptions;
interestingly, the author shows that the result cannot be extended to a suitable larger
class (see Theorem 4.2 and Chapter 7 for the details). Another result (Theorem 4.3)
concludes this part.

In the third part, the author starts to making a detailed review on sets satisfying the
uniform interior and exterior ball condition. I agree with the author: it is not easy to find
a place where the relations between positive reach, C*!, and the interior and exterior
ball condition are written in a complete form. The article of Federer maybe is not so easy
to read. Probably there is some reference that could be added to the corresponding list
on this topics, such as the one of J. Fu, Duke Math. J. (1985), 1025-1046, Section 2.1.
I believe to be useful to have Chapter 13 at our disposal. The results of Chapter 14 are
reasonable, and not so easy to prove: in particular, Theorem 14.2, which ensures a local
graph parametrization on the same domain, for all surfaces at the same time. Theorem
15.5 reminds me (but maybe I am wrong) the continuity of quermassintegrals. Chapter
15 continues with the study of linear functionals in the second fundamental form, and
then with the nonlinear case. I find the results in Section 15.4 interesting, in particular
the application made by the author of the div-curl lemma to this geometric setting.

The fourth part is devoted to the proof of Theorem 16.1, an estimate of the Hessian
norm through the norm of the laplacian under the above mentioned assumptions on the
domain; this kind of estimate is well known to be useful in partial differential equations.
The results of this part seem to be an extension of similar results previously obtained
under more stringent assumptions.

In conclusion, in my opinion this work is very carefully written, and it contains

various interesting results. I personally classify it as a very good (trés bon) PhD thesis.

Giovanni Bellettini
Dipartimento di Matematica, Universita di Roma Tor Vergata
Via della Ricerca Scientifica 1, 00133 Roma, Italy
belletti@mat.uniroma2.it
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Rapport sur le mémoire de thése de Monsieur Jérémy DALPHIN

La these de Jérémy Dalphin porte sur la minimisation de fonctionnelles définies sur des
surfaces et dépendant de leur courbure. L'archétype de ces fonctionnelles est I’énergie de
Canham et Helfrich qui est un modéle pour trouver la forme des vésicules en biologie. Un
cas particulier de cette énergie est aussi bien connue en géométrie : il s’agit de I'énergie de
Wilmore. Les travaux de Jérémy Dalphin répondent & des questions de nature théorique sur
Pexistence de surfaces minimales et sur leurs propriétés qualitatives dans diverses classes
admissibles et avec des contraintes éventuelles de connexité, d’aire et de volume délimité.
Ce travail de theése a donné lieu, pour I'instant, & un acte de conférence publié ainsi qu’a
un article soumis & un journal international avec comité de lecture.

L’introduction d'une quinzaine de pages est trés bien écrite et permet d’avoir rapide-
ment une vue d’ensemble des contributions de Jérémy Dalphin. L’ensemble de la thése est
rédigé en anglais mais I'introduction est répétée en francais, ce qui est trés appréciable
pour les lecteurs non anglophones (il en existe encore).

La premiére partic, divisée en 4 chapitres, est consacrée & la modélisation et & I'étude
de I'énergic de Canham et Helfrich. Pour une surface sans bord & ¢ R3, elle s’écrit

E(Z) = %/(H — Hy)%dA + k(:/ KdA,
x =

oit H est la courbure moyenne, K la courbure de Gauss et Hy une constante appelée
courbure spontanée. Les paramétres sont ky, > 0 et kg < 0. Dans le cas particulier Hg = 0
et kg = 0 on retrouve ’énergie de Wilmore.

Jérémy Dalphin rappelle un certain nombre de résultats d’existence de surface & mini-
misant I'énergie £(X) en 'absence de contraintes supplémentaires. Puis il s’intéresse a la
minimisation de £(X) sous une contrainte d’aire fixée pour X. Dans la classe des "cigares"
(cylindres fermés par des demies sphéres) il démontre un théoréme d’existence de surfaces
minimales qui sont des sphéres lorsque la contrainte d’aire est suffisamment petite, Mais



surtout, par un calcul délicat de la dérivée de forme d’ordre deux d’une perturbation axi-
symétrique de la sphére, il démontre que cette derniére n’est pas un point de minimum
local de I'énergie £(X) lorsque kg = 0.

La deuxiéme partie (et ses 8 chapitres) porte sur la minimisation de la courbure totale

c(z) = fL HdA,

sous une contrainte d’aire. Il s’agit de la reproduction d’un article écrit en collaboration
avec ses directeurs de thése et avec Simon Masnou. La motivation pour cela est que si on
développe £(Z) alors C(X) apparait comme un des termes d’une combinaison impliquant
aussi 'énergie de Wilmore et I’aire. Si on peut minimiser chacun des termes individuelle-
ment et que, par chance, la sphére soit un point de minimum commuul, alors on a trouvé
une surface minimale pour £(%).

La question est déja résolue par Minkowski pour les surfaces C? qui délimitent un
domaine convexe. En effet, dans cette classe Minkowski a prouvé I'inégalité

%/ HdA > \/ArA(T),
b3

on A(X) est D'aire et avec égalité si et seulement si 2 est une sphére. Jérémy Dalphin étend
cette inégalité aux surfaces C'1! "axiconvexes", c'est-d-dire axisymeétriques et telles que
toute section droite de cette surface est un cercle ou 'ensemble vide. Cela prouve que la
sphére est 'unique minimiseur de C(X) sous contrainte d’aire dans cette classe de surfaces
axiconvexes.

La troisiéme partie, divisée en quatre chapitres, introduit une condition de boules uni-
formes (interne et externe) qui force la régularité des surfaces admissibles et, par son
caractére uniforme, la compacité (au sens de la distance de Hausdorff) de cette classe de
surfaces. Cette notion est assez voisine, dans l'esprit, de celle de cone uniforme utilisée
par Denise Chenais dans les années 1970. Elle est équivalente 4 la notion de "positive
reach" de Federer (distance strictement positive du bord d’un domaine & son squelette,
lieu on la fonction distance au bord n’est plus C'). Jérémy Dalphin redémontre de ma-
niére compléte et pédagogique ces résultats "bien connus" mais difficilement localisables
dans la littérature. C’est 'objet de sa publication dans "ESAIM Procedings". Il ¢tudie
ensuite la continuité de certaines fonctionnelles géométriques (qui contiennent les éncrgies
de Wilmore et de Canham et Helfrich) dans cette classe de surfaces et il en déduit ainsi des
résultats d’existence de surfaces minimales. Notons que cette condition de boules uniformes
peut partiellement se justifier d’un point de vue biologique car certaines vésicules, comme
les globules rouges, possédent effectivement un squelette rigide qui impose une épaisseur
minimale (équivalente & un "positive reach").

La quatriéme partie, divisée en six chapitres, généralise I’approche de la troisiéme par-
tie au cas de fonctionnelles dépendant de la solution d’une équation d’état, typiquement
le Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. ]I démontre un théoréme d’existence
de formes optimales dans cette classe pour une fonction objectif qui peut dépendre de
la Hessicnne de l’état, ce qui est une amélioration significative de I'état de l'art. Comme



applications, Jérémy Dalphin propose un probléme inverse pour trouver la forme qui mi-
nimise une fonctionnelle de moindres carrés pour les données de Neumann ou de Dirichlet
sur une partie du bord. Il évoque aussi quelques perspectives, notamment I’application au
probléme du "sac du MIT" en mécanique quantique relativiste.

La thése de Jérémy Dalphin est une contribution importante au calcul des variations et
a l'optimisation de formes. Sur des problémes, souvent issus d’applications concrétes, il a su
faire preuve d'une grande maitrise technique et d'une créativité certaine pour apporter des
solutions originales (ajout de contraintes, définition de classes admissibles, arguments per-
turbatifs, dérivées de forme d’ordre deux). Je ne suis pas compétent pour estimer 'impact
de ses travaux en géométrie mais j’imagine qu’a minima ils sont pertinents et établissent
des connections intéressantes. Jérémy Dalphin a un large spectre de compétences qui vont
de P'analyse des équations aux dérivées particlles a la géométrie différentielle en passant
par I'optimisation et le calcul des variations. J'estime qu’il s’agit d’unc trés bonne thése
de mathématiques appliquées.

J'émets donc un avis favorable 4 la soutenance de la thése de Jérémy Dalphin.

Grégoire ALLAIRE
Professeur a I’Ecole Polytechnique



