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Introduction : qu'est-ce qu'une vésicule ?
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Introduction : qu'est-ce qu'une vésicule ?

@ C'est un assemblage de phospholipides en milieu aqueux.

. Téte polaire
hydrophile

Milieu aqueux

‘ Queue
hydrophobe
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Introduction : qu'est-ce qu'une vésicule ?

@ C'est un assemblage de phospholipides en milieu aqueux.

_..Téte polaire
hydrophile

Milieu aqueux

‘ Queue
hydrophobe

@ C'est donc un sac d’eau, lui-méme plongé dans un liquide !
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Introduction : un exemple de vésicule

@ C'est la membrane de base a toutes les cellules du vivant.
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Un exemple de vésicule
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Introduction : un exemple de vésicule

@ C'est la membrane de base a toutes les cellules du vivant.

o Le globule rouge = une vésicule 4+ un squelette de protéines.
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Introduction : le sujet de la these

@ On s'intéresse aux formes que peuvent prendre les vésicules.

réneld normal

HYPERTONIQUE ISOTONIQUE ~ HYPOTONIQUE TRES
HYPOTONIQUE
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Introduction : le sujet de la these

@ On s'intéresse aux formes que peuvent prendre les vésicules.

-~ e e@@

HYPERTONIGUE ISOTONIQUE HYPOTOMIQUE TRES
HYPOTONICIUE

@ Leur forme est la solution d'un probléme d’optimisation.
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Introduction : le sujet de la these

@ On s'intéresse aux formes que peuvent prendre les vésicules.

. 1"

HYPERTONIGQUE [SOTONIQUE HYPOTONIQUE TRES
HYPOTONIQUE

@ Leur forme est la solution d'un probléme d’optimisation.
o Il s'agit de minimiser une certaine énergie sous contraintes :

£ = ip, £@)
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingec4nc £(Q)
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingecanc £(R)

@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingecanc £(R)

@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
— Une modélisation physique de £ est nécessaire.
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@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
— Une modélisation physique de £ est nécessaire.

@ Parmi quelles formes doit-on minimiser cette énergie 7
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingecanc £(R)

@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
— Une modélisation physique de £ est nécessaire.

@ Parmi quelles formes doit-on minimiser cette énergie 7
— Seront admissibles les surfaces qui sont "comme” la sphere :

A={Q CR3 0Q est une surface réguliere, sans bord,
compacte, connexe, orientable et de genre nul}.

simplement connexe
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingecanc £(R)

@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
— Une modélisation physique de £ est nécessaire.

@ Parmi quelles formes doit-on minimiser cette énergie 7
— Seront admissibles les surfaces qui sont "comme” la sphere :

A={Q CR3 0Q est une surface réguliere, sans bord,
compacte, connexe, orientable et de genre nul}.

simplement connexe

@ Quels sont les différentes contraintes a considérer ?
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Introduction : la problématique £(Q2*) = mingecanc £(R)

@ Quel type d'énergie élastique doit-on considérer ?
— Une modélisation physique de £ est nécessaire.

@ Parmi quelles formes doit-on minimiser cette énergie 7
— Seront admissibles les surfaces qui sont "comme” la sphere :

A={Q CR3 0Q est une surface réguliere, sans bord,
compacte, connexe, orientable et de genre nul}.

simplement connexe

@ Quels sont les différentes contraintes a considérer ?
— La surface de la membrane et le volume d'eau qu'elle contient:

C={QecA |09 =Act|Q = Vo}.
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La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D
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La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D

@ Modélisons I'influence de la courbure en terme d’énergie.
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La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D

@ Modélisons I'influence de la courbure en terme d’énergie.

@ Probleme : les queues disposent de Lo = R pour s'agencer
alors que les tétes seulement de [T = (R £ 6)6.
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Présentation d'un modéle 2-D

La modélisation physique Le

une form thématique

La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D

o Hypothese : la force F* nécessaire pour comprimer/étirer les
couches est celle d'un élastique c'est-a-dire
di

FE=v—.
Z/L0
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Présentation d'un modéle 2-D

La modélisation physique

o Hypothese : la force F* nécessaire pour comprimer/étirer les
couches est celle d'un élastique c'est-a-dire

o Conséquence : |'énergie E* associée vaut alors

1 (d*)? (LE = Lo)?

E* = ZF*4+ = A .
2 "ol "0,
= ]j@ = 12 2 i = ki
2RO <~ 2R 2R2
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La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D

@ Conclusion : I'énergie E d'une portion de membrane vaut
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Présentation d'un modéle 2-D

La modélisation physique Le

une form thématique

La modélisation physique : présentation d'un modele 2-D

@ Conclusion : I'énergie E d'une portion de membrane vaut

L
E=ET+E = kR—g et I'énergie totale £ de la vésicule

L
5::/ E:k/ g:k/ Kds.
membrane membrane R membrane

Petite courbure et grand ravon

Grande courbure
~, et petit rayon
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s . Présentation d'un modéle 2-D
La modélisation physique

athématique

La modélisation physique : le modeéle de Canham (1970)

@ Le raisonnement précédent se généralise dans |'espace.
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La modélisation physique : le modele de Canham (19

@ Le raisonnement précédent se généralise dans |'espace.

1
@ Remplacer la courbure k = I par la courbure moyenne H.

‘hf’\" ”il(r\{ll*é)
h "R R
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La modélisation physique

La modélisation physique : le modele de Helfrich (1973)
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La modélisation physique : le modele de Helfrich (1973)

La surface ainsi que le volume de fluide qu’elle contient étant
imposés, une vésicule minimise I'énergie élastique suivante :

£ = kb/ (H — c)2dS + kg/ KdS.
membrane membrane
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La modélisation physique : le modele de Helfrich (1973)

La surface ainsi que le volume de fluide qu’elle contient étant
imposés, une vésicule minimise I'énergie élastique suivante :

£ = kb/ (H — c)2dS + kg/ KdS.
membrane membrane

@ dS représente I'élément de surface infinitésimal qu'on integre.
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La modélisation physique : le modele de Helfrich (197

La surface ainsi que le volume de fluide qu’elle contient étant
imposés, une vésicule minimise I'énergie élastique suivante :

£ = kb/ (H — c)2dS + kg/ KdS.
membrane membrane

@ dS représente I'élément de surface infinitésimal qu'on integre.
@ (g est une constante caractérisant I'asymétrie de la bicouche.
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La modélisation physique : le modele de Helfrich (197

La surface ainsi que le volume de fluide qu’elle contient étant
imposés, une vésicule minimise I'énergie élastique suivante :

£ = kb/ (H — c)2dS + kg/ KdS.
membrane membrane

@ dS représente I'élément de surface infinitésimal qu'on integre.
@ (g est une constante caractérisant I'asymétrie de la bicouche.
@ kp et kg sont deux autres constantes physiques fixées.
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La modélisation physique : le modele de Helfrich (197

La surface ainsi que le volume de fluide qu’elle contient étant
imposés, une vésicule minimise I'énergie élastique suivante :

£ = kb/ (H — c)%dS + kg/ KdS.
membrane membrane

@ dS représente I'élément de surface infinitésimal qu'on integre.
@ (g est une constante caractérisant I'asymétrie de la bicouche.
@ kp et kg sont deux autres constantes physiques fixées.

Théoreme (de Gauss-Bonnet) Si la topologie (le genre g) de la
classe A est fixée, alors le second terme est constant :

/K:47r(1g).
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La modélisation physique : vers une forme mathématique
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La modélisation physique : vers une forme mathématique

Question : le probleme d’optimisation suivant possede-t-il un
minimum ? A-t-on choisi la bonne énergie &, classe d'objets A 7

ol @
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La modélisation physique : vers une forme mathématique

Question : le probleme d’optimisation suivant possede-t-il un
minimum ? A-t-on choisi la bonne énergie &, classe d'objets A 7

ol @

95:/(H—c0)2
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La modélisation physique : vers une forme mathématique

Question : le probleme d’optimisation suivant possede-t-il un
minimum ? A-t-on choisi la bonne énergie &, classe d'objets A 7

ol @

95:/(H—c0)2

o A= {QCR? 9Q~5?)
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Présentation d'un modéle 2-D
Le modéle de Canham
Le modele de Helfrich
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La modélisation physique : vers une forme mathématique

Question : le probleme d’optimisation suivant possede-t-il un
minimum ? A-t-on choisi la bonne énergie &, classe d'objets A 7

ol @

95:/(H—c0)2
o A={QCR3 0Q~s?}

o C= {Q S .A, \8(2] =Ay et |Q‘ = \/0}
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Le cas sans contrainte

. Avec une contrainte d’
Quand la boule est-elle optimale ? - _
Avec une contrainte de volume

Sous contraintes d volume

Le cas sans contrainte : Q € A
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Le cas sans contrainte
une

Quand la boule est-elle optimale ? ur

Le cas sans contrainte : Q € A

@ La boule est une forme admissible. Quand est-elle optimale ?

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



LE cas sans contrainte

Quand la boule est-elle optimale ?

Le cas sans contrainte : Q € A

@ La boule est une forme admissible. Quand est-elle optimale ?

Proposition Inégalité (co > 0) | Cas d’égalité

Alexandrov (1962) / (H—c)*>0 | boule de rayon =

Willmore (1982) /H2 > 4w n'importe quelle boule

D. (2011) /(H+ c0)? > 47 | boule réduite 3 un point
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Le ca ns contrainte

Avec une contrainte d'aire

Avec une contrainte de volume
Sous contraintes d volume

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d'a
Avec une contraint
Sous contraintes d'ai

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay

@ Si la boule est un| minimum global pour /H, alors c'est
minimum local
point critique

aussi le cas pour £ = / H? —|—2co/H+ coAp quand ¢g > 0.
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d'a
Avec une contrain

Sous contraintes d'a

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay

@ Si la boule est un| minimum global pour /H, alors c'est
minimum local
point critique

aussi le cas pour £ = / H? —|—2co/H+ coAp quand ¢g > 0.

Proposition Hypotheses | Inégalité Cas d’égalité
Minkowski (1901) | convexe H > \/4mAp | boule d’aire Ag

D. et al. (2012) axi. +z /H > \/4mAy | boule d'aire Ag
Conjecture axisymétrique /H >0 double-sphere
D. et al. (2012) aucune /H > —00 boule trouée
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Le ca ns contrainte

Avec une contrainte d'aire

Avec une contrainte de volume
Sous contraintes d volume

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d'aire
C une contrainte volume
ontraintes d de volume

Quand la boule est-elle optimale ?

S Ag 1
Parametre ¢ In -3 0 1 1,46 6
Minimum global non! | ? | oui | ? | non | non
Minimum local oui | oui | oui | ? | ? | non’
Point critique oui | oui | oui | oui | oui | oui
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d
Avec une contrainte d
Sous contraintes d'air

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay

S Ag 1
Parametre ¢ In -3 0 1 1,46 6
Minimum global non! | ? | oui | ? | non | non
Minimum local oui | oui | oui | ? | ? | non’
Point critique oui | oui | oui | oui | oui | oui

@ La double-sphére fait strictement mieux que la boule.
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d'a
Avec une contraint:
Sous contraintes d'ai

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay

S Ao 1
Parametre ¢ In -3 0 1 1,46 6
Minimum global non! | ? | oui | ? | non? | non
Minimum local oui | oui | oui | ? | ? | non’
Point critique oui | oui | oui | oui | oui | oui

@ La double-sphére fait strictement mieux que la boule. @
@ Un cigare fait strictement mieux que la boule.
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Le cas sans contrainte
Avec une contrainte d'a
Avec une contraint:
Sous contraintes d'ai

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte d’aire : |0Q2] = Ay

S Ao 1
Parametre ¢ In -3 0 1 1,46 6
Minimum global non! | ? | oui | ? | non? | non
Minimum local oui | oui | oui | ? | ? | non’
Point critique oui | oui | oui | oui | oui | oui

@ La double-sphére fait strictement mieux que la boule. @
@ Un cigare fait strictement mieux que la boule.

© |l existe une perturbation axisymétrique de la boule qui
permet de faire strictement mieux que cette derniére.
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ns contraint
Avec une contrainte d'aire
Avec une contrainte de volume
Sous contraintes d et de volume

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte de volume : |
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vec une contrainte d
Avec une contrainte de volume
Sous contraintes d'aire e olume

Quand la boule est-elle optimale ?

Avec une contrainte de volume : |Q2| = VW,

o Le minimum de | H? est uniquement atteint par la boule.
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Le cas sans contraint
. Avec une contraint 2
Quand la boule est-elle optimale ?
Avec une contra de volume

Sous contraintes d'aire et de volume

Avec une contrainte de volume : |Q2| = VW,

@ Le minimum de /H2 est uniquement atteint par la boule.

@ Quand ¢o > 0, c'est également vrai pour [ (H + co)? parmi

les convexes ou les ouverts axisymétriques avec z .

@
\ ]

N
.-iE |

l'l.-‘"'---\,,:_-,.I__,.T..
\

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy

Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



Le cas sans contrainte
ntrainte d'ai
ntrainte de volume
raintes d’aire et de volume

Quand la boule est-elle optimale ?

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC
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uand la boule est-elle optimale ?
Q P Avec une co

Sous contraintes d’aire et de volume

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC

Inégalité isopérimétrique : A(Z) > 367 Vg avec égalité si et
seulement si c'est une boule.
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uand la boule est-elle optimale ?
Q P Avec une co

Sous contraintes d’aire et de volume

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC

Inégalité isopérimétrique : A(Z) > 367 Vg avec égalité si et
seulement si c'est une boule.

Conséquence : le choix de Ap et Vp ne peut étre arbitraire.
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uand la boule est-elle optimale ?
Q P Avec une co

Sous contraintes d’aire et de volume

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC

Inégalité isopérimétrique : A(Z) > 367 Vg avec égalité si et
seulement si c'est une boule.

Conséquence : le choix de Ap et Vp ne peut étre arbitraire.

o Si Ag < 367TV03, alors aucune surface n'est admissible : C = (.
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Quand la boule est-elle optimale ?

Sous contraintes d’aire et de volume

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC

Inégalité isopérimétrique : A(Z) > 367 Vg avec égalité si et
seulement si c'est une boule.

Conséquence : le choix de Ap et Vp ne peut étre arbitraire.

o Si Ag < 367TV03, alors aucune surface n'est admissible : C = (.

e Si A2 = 36w V3, alors la boule est I'unique forme admissible.
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sans contrainte
Quand la boule est-elle optimale ? L _
contrainte ume
Sous contraintes d'aire et de volume

Sous contraintes d'aire et de volume : Q e ANC

Inégalité isopérimétrique : A(z) > 367 VO3 avec égalité si et
seulement si c'est une boule.

Conséquence : le choix de Ap et Vp ne peut étre arbitraire.

o Si A% < 367TV03, alors aucune surface n'est admissible : C = (.
e Si A2 = 36w V3, alors la boule est I'unique forme admissible.

o Si A% > 36w V3, ce qu'on va désormais supposer, alors la
boule n'est plus une forme admissible.
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Stratégie pour démontrer |'existence
Les résultats d’'existence a aire et volume fixés
Que dire pour irfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Stratégie pour démontrer |'existence
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Stratégie pour démontrer |'existence
Les résultats d stence a aire et volume fixés
Que dir
Sous contraintes d’aire et de volume La cl
Les différentes

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()
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Stratégie pour démontrer |'existence
existence a aire et volume fixés
degenreg > 17
Sous contraintes d'aire et de volume se verts iant la condition d'epsilon-boule

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que
E(Q") = inf £(Q).

(&) QeAnC ()

o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :

£(Q) — inf £().
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Stratégie pour démontrer |'existence
existence a aire et volume fixés
degenreg > 17
Sous contraintes d'aire et de volume se verts iant la condition d'epsilon-boule

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()
o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :
E(Q) — Qe”}{mcg (Q).

o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?
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Stratégie pour démontrer |'existence
existence a aire et volume fixés
degenreg > 17
Sous contraintes d'aire et de volume se verts iant la condition d'epsilon-boule

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()
o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :
E(Q) — Qe”}{mcg (Q).

o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?
= |l faut munir A d'une topologie riche en compacts.

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



Stratégie pour ontrer |'existence
Les résultats d ence a aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts ifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()

o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :
Q; inf Q).
£(Q) = inf £

o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?
= |l faut munir A d'une topologie riche en compacts.
e Continuité : a-t-on & (Qy;)) — E(Q*) 7
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Stratégie pour ontrer |'existence
Les résultats d ence a aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts ifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()

o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :

E(Q;) — inf £(Q).
(€2)) Qedne ()
o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?

= |l faut munir A d'une topologie riche en compacts.
e Continuité : a-t-on & (Qy;)) — E(Q*) 7
= |l faut munir A d'une topologie ayant beaucoup d'ouverts.
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Stratégie pour ontrer |'existence
Les résultats d ence a aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts ifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()

o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :

E(Q) — Qe”jmcg (Q).
o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?

= |l faut munir A d'une topologie riche en compacts.
e Continuité : a-t-on & (Qy;)) — E(Q*) 7

= |l faut munir A d'une topologie ayant beaucoup d'ouverts.
o Régularité : a-t-on Q* € ANC?
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Stratégie pour ontrer |'existence
Les résultats d ence a aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts ifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Stratégie pour démontrer |'existence

@ Probléme ouvert : il existe une forme Q* € ANC telle que

£6r) = Qe”l{mcg ()

o |l existe toujours une suite (€2;) d'éléments de ANC telle que :

E(Q) — Qelrjmcg (Q).
o Compacité : existe-t-il une sous-suite () — Q* ?

= |l faut munir A d'une topologie riche en compacts.
e Continuité : a-t-on & (Qy;)) — E(Q*) 7

= |l faut munir A d'une topologie ayant beaucoup d'ouverts.
o Régularité : a-t-on Q* € ANC?

= (’est un probleme difficile car Q* n’est pas régulier a priori !
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Stratégie pour démontrer | ence
Les résultats d’existence a aire et volume fixés
Que dire pour irfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés
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Stratégie pour démontrer ence
Les résultats d’existence a aire et volume fixés
Que dire pour les surfaces de genre g
Sous contraintes d’aire et de volume ac des ou
Les différentes

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés

o Riviere (1998) a étudié les points critiques pour | HZ.
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Stratégie pour démontrer |'existence
Les résultats d’existence a aire et volume fixés
Que di rfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d’aire et de volume e 0 S Vi nt la condition d'epsilon-boule
ations possibles de la

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés

@ Riviere (1998) a étudié les points critiques pour /H2.

@ Nagasawa (2003) a fait de méme pour I'énergie de Helfrich.

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



Stratégie pour démontrer |'existence
Les résultats d’existence a aire et volume fixés
Que dire pour les surfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés

@ Riviere (1998) a étudié les points critiques pour /H2.

@ Nagasawa (2003) a fait de méme pour I'énergie de Helfrich.

Proposition Classe Energie considérée

Belletini et al. (1993) | le cas 2-D /\n|p avec p > 1

Choksi et al. (2012) | axisymétrique | kp /(H — )+ kg/K

Schygulla (2011) A /H2

D. (2013) Op.. /(H - )’
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Stratégie pour démontrer tence
Les résultats d’existence a 2 t volume fixés
Que dire pour les surfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d’aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la

Que dire pour les surfaces de genre g > 17

@ La conjecture de Willmore est résolue par Marques et Neves

en 2002:
/ H? > 272,
>

pour toute surface ¥ de genre un, avec égalité si et seulement
si X est la projection stéréographique du tore de Clifford.
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Stratégie pour démontrer tence

Les résultats d’existence t volume fixés

Que dire pour le de genre g > 17
Sous contraintes d’aire et de volume se 3

Que dire pour les surfaces de genre g > 17

@ La conjecture de Willmore est résolue par Marques et Neves

en 2002:
/ H? > 272,
>

pour toute surface ¥ de genre un, avec égalité si et seulement
si X est la projection stéréographique du tore de Clifford.

Existence Classe Contraintes | Energie
Simon (1993) genre g =1 | Aucune /H2
Bauer and al. (2002) | genre g > 1 | Aucune /H2
Keller and al. (2014) | genre g > 1 | Isopérimetre /H2
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Stratégie pour démontrer | ence

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés
Que dire pour irfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

La classe Op . des ouverts vérifiant la condition d'e-boule

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



Itats d stence
Que dire pour les surfaces de genre g >
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

La classe Op . des ouverts vérifiant la condition d'e-boule

@ Une classe plus raisonnable assurant |'existence.
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> et volume fixés
Que dire pour | & de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule
Les différentes caractérisations possibles de la classe

La classe Op . des ouverts vérifiant la condition d'e-boule

@ Une classe plus raisonnable assurant |'existence.
@ Elle modélise aussi I'effet du squelette sur le globule rouge.
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Stratégie pour démontrer tence
Les résultats d ence a ¢ t volume fixés
Que dire pour le: 3 2
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ou i tion d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

La classe Op . des ouverts vérifiant la condition d'e-boule

@ Une classe plus raisonnable assurant |'existence.
@ Elle modélise aussi I'effet du squelette sur le globule rouge.
@ Fixonse >0et Bc A Quand Q C B, on écrit 2 € Op si :

B.(x —edy) CQ

2
Vx € 02, ddy € S7, {Ba(x—i—sdx)gB\Q.
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Stratégie pour démontrer | ence

Les résultats d’'existence a aire et volume fixés
Que dire pour irfaces de genre g > 1 7
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .
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et volume fixés
s de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume E 0 ifiant la condition d’ epsilon-boule
Les dlfferentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.
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Stratégie pour = istence
Les résultats d aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.

Q vérifie la condition d'e-boule pour un certain réel ¢ > 0 ;

)

09 est de reach positif R(¢) > 0 au sens de Federer (1959) ;

0

S est une hypersurface de R” plus réguliere, de classe C11.
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Stratégie pour = istence
Les résultats d aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.

Q vérifie la condition d'e-boule pour un certain réel ¢ > 0 ;

)

09 est de reach positif R(¢) > 0 au sens de Federer (1959) ;

0

S est une hypersurface de R” plus réguliere, de classe C11.
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Stratégie pour = istence
Les résultats d aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.

Q vérifie la condition d'e-boule pour un certain réel ¢ > 0 ;

)

09 est de reach positif R(¢) > 0 au sens de Federer (1959) ;

0

S est une hypersurface de R” plus réguliere, de classe C11.

e 0N satisfait la propriété du a(e)-cdne selon Chenais (1975).
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Stratégie pour = istence
Les résultats d aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.

Q vérifie la condition d'e-boule pour un certain réel ¢ > 0 ;

)

09 est de reach positif R(¢) > 0 au sens de Federer (1959) ;

0

S est une hypersurface de R” plus réguliere, de classe C11.

e 0N satisfait la propriété du a(e)-cdne selon Chenais (1975).

@ dy est la normale unitaire extérieure a 02 en chaque point x.
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Stratégie pour = istence
Les résultats d aire et volume fixés
Que dire pour surfaces de genre g > 17
Sous contraintes d'aire et de volume La classe des ouverts vérifiant la condition d’epsilon-boule

Les différentes caractérisations possibles de la classe

Les différentes caractérisations possibles de la classe Op .

Théoreme (Jordan-Brouwer) Si S est une surface topologique
telle que S C B, alors il existe un ouvert Q C B tel que 02 = S.

Q vérifie la condition d'e-boule pour un certain réel ¢ > 0 ;

)

09 est de reach positif R(¢) > 0 au sens de Federer (1959) ;

0

S est une hypersurface de R” plus réguliere, de classe C11.

e 0N satisfait la propriété du a(e)-cdne selon Chenais (1975).
@ dy est la normale unitaire extérieure a 02 en chaque point x.

o l'application de Gauss d : x € 0 — dy est L(¢)-lipschitzienne.
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Récapitulatifs des résultats
t numérique
ves

Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats
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Récapitulatifs des résultats
v

Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats

@ Sans contrainte, le probléeme est maintenant résolu.
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Récapitulatifs des résultats
v

Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats

@ Sans contrainte, le probléeme est maintenant résolu.

@ Sous contrainte d'aire, I'optimalité (ou non) de la boule est un
phénomene plutdt bien compris.
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Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats

@ Sans contrainte, le probléeme est maintenant résolu.

@ Sous contrainte d'aire, I'optimalité (ou non) de la boule est un
phénomene plutdt bien compris.

@ Sous contrainte de volume, on ne sait quasiment rien dire : le
probléeme de I'existence est méme ouvert en 2-D.
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Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats

@ Sans contrainte, le probléeme est maintenant résolu.

@ Sous contrainte d'aire, I'optimalité (ou non) de la boule est un
phénomeéne plutdt bien compris.

@ Sous contrainte de volume, on ne sait quasiment rien dire : le
probléeme de I'existence est méme ouvert en 2-D.

@ La classe Og . permet de garantir |'existence de minima pour
les fonctionnelles de formes géométriques d'ordre deux.

Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes
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Conclusion

Conclusion : récapitulatifs des résultats

@ Sans contrainte, le probléeme est maintenant résolu.

@ Sous contrainte d'aire, I'optimalité (ou non) de la boule est un
phénomeéne plutdt bien compris.

@ Sous contrainte de volume, on ne sait quasiment rien dire : le
probléeme de I'existence est méme ouvert en 2-D.

@ La classe Og . permet de garantir |'existence de minima pour
les fonctionnelles de formes géométriques d'ordre deux.

@ Dans le cas général ol ¢y # 0, cela reste un probleme ouvert.
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Récapitulatifs des résultats
L'aspect numérique
tives

. Ques
Conclusion Q

Conclusion : I'aspect numérique
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Récapitulatifs des résultats
L'aspect numérique
Perspectives

Questions

Conclusion

Conclusion : I'aspect numérique

@ Seifert (1997) a simulé les formes axisymétriques optimales en
fonction des paramétres grace a une EDO.
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@ Seifert (1997) a simulé les formes axisymétriques optimales en
fonction des parameétres grace a une EDO.
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@ Dans le cas général, les minima locaux sont calculés par une
méthode de MonteCarlo.

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



Conclusion

Conclusion : I'aspect numérique

@ Seifert (1997) a simulé les formes axisymétriques optimales en
fonction des parameétres grace a une EDO.
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@ Dans le cas général, les minima locaux sont calculés par une
méthode de MonteCarlo.

@ Une communauté importante travaille sur la meilleure facon
de simuler ce type d'objets géométriques (Oudet, Bretin).
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Conclusion : perspectives

@ On va commencer 2 s'intéresser a I'aspect numérique et ses
problemes prochainement.
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Conclusion : perspectives

@ On va commencer 2 s'intéresser a I'aspect numérique et ses
problemes prochainement.

@ A part I'existence, aucune autre propriété (symétrie) du
minimum n'a été obtenue.
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@ On va commencer 2 s'intéresser a I'aspect numérique et ses
problemes prochainement.

@ A part I'existence, aucune autre propriété (symétrie) du
minimum n'a été obtenue.

@ Beaucoup de chercheurs dans différents domaines travaillent
sur ce passionant sujet.
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Conclusion : perspectives

@ On va commencer 2 s'intéresser a I'aspect numérique et ses
problemes prochainement.

@ A part I'existence, aucune autre propriété (symétrie) du
minimum n'a été obtenue.

@ Beaucoup de chercheurs dans différents domaines travaillent
sur ce passionant sujet.

+ Un résultat intéressera beaucoup de monde.
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Conclusion : perspectives

@ On va commencer 2 s'intéresser a I'aspect numérique et ses
problemes prochainement.

@ A part I'existence, aucune autre propriété (symétrie) du
minimum n'a été obtenue.

@ Beaucoup de chercheurs dans différents domaines travaillent
sur ce passionant sujet.

+ Un résultat intéressera beaucoup de monde.

— Résoudre le probleme général est difficile.
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Conclusion: questions

@ Merci pour votre attention, avez-vous des questions ?

Jérémy Dalphin, doctorant a I'Institut Elie Cartan, Nancy Journées MODE 2014, session optimisation de formes, Rennes



	Introduction
	Qu'est ce qu'une vésicule ?
	Un exemple de vésicule
	Le sujet de la thèse
	La problématique

	La modélisation physique
	Présentation d'un modèle 2-D
	Le modèle de Canham
	Le modèle de Helfrich
	Vers une forme mathématique

	Quand la boule est-elle optimale ?
	Le cas sans contrainte
	Avec une contrainte d'aire
	Avec une contrainte de volume
	Sous contraintes d'aire et de volume

	Sous contraintes d'aire et de volume
	Stratégie pour démontrer l'existence
	Les résultats d'existence à aire et volume fixés
	Que dire pour les surfaces de genre g 1 ?
	La classe des ouverts vérifiant la condition d'epsilon-boule
	Les différentes caractérisations possibles de la classe

	Conclusion
	Récapitulatifs des résultats
	L'aspect numérique
	Perspectives
	Questions


